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10. Über Grenzwerte -der zur maximalen Horizontalkraft und 
zum maximalen Sohlenmoment geh6renden Wellenphasen für 
unbegrenzt wachsenden oder abnehmenden Durchmesser D 
( d e s P f a h 1 s') 
Der Beweis, daß für H = 2,7 m; L = 35 m und d = 8 m 
nach der STOKES-STRUIK-Theorie 3.0rdnung der Grenzwert 
(33) lim e = e m M existiert 
und daß eM = -65° und vom Deiwert cM unabhängig ist, kann 
auf einfache Weise erbracht werden: Ein Vergleich von Abbil-
dung 6 mit Abbildung 3 zeigt, daß bei festgehaltenen Herten 
von H = 2,7 m; L = 35 m und d = 8 m der Phasenwinkel e , bei 
dem die maximale Horizontalkraft erreicht wird, für wa~hsen­
de Werte von D zunimmt. Für D = 0,5 m ist hier e = 45° und 
für D = 3 m ist G bereits = -65°. m 
m 
Außerdem zeigt der Vergleich dieser beiden Abbildungen 
6 und 3, daß für D = 0,5 m die durch Qmstr6mung des Pfahles 
(aufgrund der horizontalen Komponenten Vx (nach Gleichung 23) 
der Orbitalgeschwindigkeiten) erzeugte Horizontalkraft PD 
noch mit 26 % an der maximalen Gesamthorizontalkraft P 
(P : PD + PM) beteiligt ist. Dagegen beträgt dieser Anteil 
bei der Wellenphase G für D = 3 m nach Abbildung 3 nur noch 
m 
-1 %. 
Dementsprechend fällt für D = 3 m (vgl.Abb.3) das Ma-
ximum der P-Kurve bereits sehr angenähert mit dem Maximum der 
PM-Kurve zusammen, die den Anteil der Massenkraft in Abhän-
gigkeit von G darstellt. Das gleiche gilt deshalb erst recht 
für Werte D > 3 m. 
Bei unbegrenzt wachsendem D nähert sich der Wert G 
also "monoton zunehmend" dem Wert 0 11 , für den die pM ... Kurv~ 
ihr Maximum erreicht. 
Ein Vergleich der Abbildung 3 mit Abbildung 6 und mit 
Abbildung 15 zeigt aber sehr deutlich, daß Gr1 für D = 0,5 ·m 
und für D = 3 m den g leichen Wert ( =-65°) besitzt. Weiter 
unten soll noch ganz allgemein bewiesen werden, daß GM einen 
von D unabhängigen Wert darstellt, wie es für den Grenzwert 
lim (Bm) = GM der Fall sein muß. 
D-+co 
Damit ist zunächst bewiesen, daß für: H = 2,7 m, L = 
35 m, d = 8 m und cD = 0,71; cM = 2,0 n~ch der STOKES-STRUIK-
Theorie 3. Ordnung gilt: 
lim (G) = 8 =-65°. 
m M D ..... CO 
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Es soll nun noch gezeigt werden, daß dieser Grenzwert 
8M von D und außerdem auch von cD und cM unabhängig ist. 
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cM = 2,0 nach der STOKES-STRUIK-Theorie 3.0rdnung 
wfe oben bereits gezei g t wurde, ist 8M die We llenphase, 
flir welche die PM-Kurve ihr Ma xi mum erreicht. Diese Kurve wird 
durch Gleichung t8) dargestell~. Gleichun g (8) zeigt aber, daß 
der Wert 8M' flir welchen die Funktion PM = f (8) ihren maxima-
len Wert annimmt, weder von cD noch von D und cM abhängig sein 
kann. Nach Gleichung (8) kann man nämlich schreiben 
1 2 71•1 
c PD·--· 4 M T ~ ( 8 )= f ( 8 ) mit ~ ( 8 )= 1 1 1 
Da nun nach den Gleichungen (9) bis (14) und den Glei-
chungen (1) bis (4) die in ~ 1 ( 8 ) auftretenden Koeffizienten v 1 , 
v?• v 3 und k•ym = k (d+n) von D1 CD und cM völlig unabhängig 
s1nd 1 ist der Wert 8~, an dem die Funktion ~1(8) ihr Maximum 
annimmt,von cD, D und cM unabhängig. Ferner nehmen die Funktio-
nen ~1(0) und f 1 (0) ihr Maximum an der gleichen Stelle 0 an. 
E~ ist demnach 0M gleich dem von D1 cD und c M unabhängigen 9~: 
Die Werte D und cM haben nur Einfluß auf den Betrag des Maxi-
mums aber nicht auf die Lage des Maximums, d.h. auf die Wellen-
phase 0M• 
Der Grenzwert 8M = lim ( 0m ) ist also nur abhängig von 
D -+ oo 
H, L und d. Er ist völlig unabhängig von dem in der Rechnung 
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benutzten Beiwert cM• der sich speziell auf einen zylindri-
schen Pfahl bezieht. Aus seiner Unabhängigkeit von cM folgt, 
daß der gleiche Grenzwert eM unverändert erhalten bleibt, 
wenn man nicht von einem zylindrischen Pfahl sondern von 
einer ebenen r,chteckförmigen Fläche von der Breite D ausgeht. 
Diese geht aber für D 7 ~ in eine völlig abschließende senk-
rechte Wand über. 
Damit ist bewiesen, daß auch nach der STOKES-STRUIK-
Theorie 3. Ordnung für H = 2,7 m; L = 35 n und d = 8 m die 
maximale Kraftwirkung der Welle auf die senkrechte Wand des 
Sperrwerks bei der Hellenphase eH = -65° auftritt.*) · 
Aus einem Vergleich der Abbildun~ 3 mit Abbildung 6 
wird man ferner den Schluß ziehen, daß umgekehrt bei abneh-
mendem Werte von D die zur maximalen Gesamthorizontalkraft 
gehörende Hellenphase em monoton abnimmt. In der Tat läßt 
sich in g anz entsprechender Weise wie in dem vdrstehenden Be-
weis zeigen, daß stets auch der Grenzwert 
1 itn ( 0 ) = 0 
m 
D -+ 0 
existiert 
und mit dem W~rt ~zusammenfällt, für den die durch Gleichung 
(7) definierte Funktion 
1 P = -- c • p • D D 16 D 
ihren maximalen Wert erreicht . 
Aus der Form der durch Gleichung (7) definierten Funk-
tion 
<P 2 (e) = [<v~ cos e• leesei (sinh 2kym + 2kym) + ; v 1 v 2 Cicos01• 
•cos 28+cos8• lcos 281) • (sinh 3ky +3sinh ky )] 
m m 
folgt, daß dieses stets der Grenzwert 8 = 0 ist. Es gilt also 
für alle Wertekombinationen von H, L und d 
(34) lim (8 ) = 8 = o. 
D -+ 0 m 
Für extrem schlanke Pfähle (D -+ 0) muß also nach der STOKES-
STRUIK-Theorie 3.0rdnung bei jeder Kombination von H, L und 
d die maximale Horizontalkraft in der Scheitellage der Welle 
auftreten. 
~ vgl.hiermit die Ergebnisse der Untersuchungen im Mittei-
lungsblatt Nr.24 s.21 ff. 
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Die Abbildungen 8, 13 und 14 zeigen anschaulich, daß 
auch für den Phasenwinkel G', für den das Sohlenmoment seinen 
Maximalwert erreicht, nach ~er STOKES-STRUIK-Theorie entspre-
chende Grenzwerte existi~ren: 
(35) lim ( G') = e;1 und 
D m -+ 00 
(36) lim ( G' ) = 0' = o. 
D 0 m -+ 
Die Existenz der Grenzwerte (35) und (36) läßt sich unter Zu-
hilfenahme der Gleichungen (19) und (18) ebehso beweisen, wie 
die Existenz der Grenzwerte (33) und (34) vermittels der Glei-
chungen (8) und (7) bewiesen wurde. 
Man findet z.B. für H = 2,7 m; L = 35 m und d = 8 m: 
lim 
D -+ oo 
( G' ) 
m 
= G' 1-1 = 
Auch die Unabhängigkeit des Grenzwertes (35) von cM läßt sich 
in der gleichen Weise nachweisen, wie die Unabhäng1gkeit des 
Grenzwertes (33) von cM. Die Beiwerte cD und cM sind also oh-
ne Einfluß auf die Grenzwerte (33) bis (36). 
Die Größen der Quotienten cM/cD und cD/cM sind aber 
bestimmend dafür, wie "rasch" bei wachsendem oder abnehmendem 
D die betreffenden Grenzwerte erreicht werden. Je größer der 
Wert des Quotienten cM/cn ist, desto rascher nähern sich bei 
wachsendem Werte D die Phasenwinkel Gm und G~ den Grenzwerten 
(33) und (35). Z.B. hat in den Abbildungen 13, 14 und 11 D 
überall den gleichen Betrag 0,5 m ( H = 2,7 m; L = 35 m; d=Sm) 
aber der Quotient cM/CD hat dort die Werte : 0,626 bzw. 0,848 
bzw. 2,80. Entsprechend ist dort für D = 0,5 m der Phasenwin-
kel G' von seinem Grenzwert 8~ noch um 52° bzw. um 42° bzw. um 
21° eWtfernt. Für den größten W~rt von cM/c 0 erfolgt die Kon-
vergenz also am raschesten. 
Je größer andererseits der Wert des Quotienten cD/cM 
ist, desto rascher konvergieren bei abnehmendem Betrage von D 
die Phasenvtinkel Gm und G~ gegen ihre anderen beiden Grenzwer-
te (34) bzw. (36). Betrachtet man nun z.B. wieder die Abbil-
dungen 11, 14 und 13 (in dieserneuen Reihenfolge), so ist 
dort also überall D = 0,5 m; aber der Quotient c 0 /cM hat die 
Werte 0,355 bzw. 1,18 bzw. 1,60. Dementsprechend ist für den 
gleichen Betrag D = 0,5 m der WellenphasenwinkelG~ von seinem 
unteren Grenzwert G' noch um 31° bzw. um 10° bzw. nur noch um 
0 
-o entfernt. 
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Die Berechnung der zu den Grenzwerten (33) und (35) 
gehörenden maximalen Hellenangriffskräfte pro lfq.m _ einer 
"unendlich . breiten" Hand ist in dieser Heis e nach d.er STOKES-
STRUIK-Theorie nicht möglich, zumindest solange der Grenzwert 
lim (cM) nicht ermitte lt worden ist. 
D-+<x> 
Geeigneter wäre hier wohl der Weg , den zu einer end-
lich breiten ebenen Wand von der Dicke A und der Breite B 
(Pfahl mit rechteckigem Querschnitt) gehörenden Beiwert c 1.1 für vertikal zur Fläche dieser kurzen Wand fortschreitende 
Hellen einzuführen und dafür den Grenzwert Bl im (eH) bei kon-
. + 00 
stantem A zu ermitteln. Nach Feldversuchen~ und nach den La-
borversuchen von MORISON scheint für kreiszylindrische Pfähle 
der Grenzwert lim (c M) zu existieren. 
D + oo 
**) 11. Bemerkungen zur Durchführung der numerischen Ermittlungen 
Bei der Durchführung der Zahlenrechnungen sind zur Er-
mittlung der Funktionswerte sinh ky , sinh 2ky , sinh 3kym•••• 
cosh 3kym, sinh 7kl usw. die Tafelnrobenutzt wo~ den, die der 
Arbeit von MAGENS "Seegang und Brandung als Grundlage für Pla-
nung und Entwurf im Seebau und Küstenschutz"*~)als Anhang bei-
gefügt sind. Diese Tafeln reichen aber nicht ohne we~teres aus, 
u~ die Funktionswerte sinh a und cosh a für größere Werte des 
Argumentes a abzulesen. Deshalb sind die im Folgenden hergelei-
teten Beziehungen angewendet worden: 
a -a 1 [ 2a 2 -2a] 2 (e +e )2 cosh a = = e + +e 2 4 
. h2 a -a 1 [e2a_ 2+e-2a] (e -e ) S1n a = = 2 4 
2 
. h2 1 [2e2a +2e-2a] cosh a + S1n a = 4 
2 
. h2 cosh 2 cosh Cl + S1n a = a 
Auf entsprechende Heise findet man: 
sinh 2 a = 2 sinh a • cosh a und 
sinh ( a+ß) = sinh a • cosh ß + cosh a • sinh ß 
*) Vergl. "Technical Report No. 4 Beach Erosion Board. Corps 
of Eng. (1961) 11 
*~ Die numerischen Ermittlungen sind hier nicht angefügt. 
~~ Mitteilungen des Franzius-Instituts der TH Hannover,Heft14. 
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und 
cosh (a+ß) = cosh a • cosh ß + sinh a • sinh ß . 
Bei Verwendun g der vorstehenden 4 einfachen Beziehun-
gen kann man folgern : 
( 3·7) sinh sinh (2.+2 ·~) sinh a cosh 2 a cosh a •s inh2~ a = = . + = 3 3 3 3 3 3 
sinh a [ 2 a . 2 a] a sinh a a = • cosh (3) +s~nh (3) +c osh -·2 - •cosh-3 3 3 3 
und 
(38) a a a cosh a sinh a sinh2 3a= cosh a = cosh (~23) = cosh • 2 + • 3 3 3 
cosh ,g, • [cosh 2 ,g, + . h2 ~] 2 • . h2 a •cosh a = s~n + sl.n 3• 3 3 3 
Die rechte Se ite der Beziehung (38) geht auch aus der rech-
ten Seite von (37) durch Vertauschun g der Zeichen sinh und cosh 
hervor. Die hergeleiteten Beziehungen lassen sich noch zusammen-
fassen zu 
( 39) sinh sinh a [sinh 2 a 3 2 ~] a = - . - + cosh 3 3 
(40) cosh cosh a [co sh 2 a + 3 . h2 ~] a = • sl.n 3 3 
Durch die Gleichungen (39) und (40) sind die zu ermit-
teln den Funkti onswerte sinh a und cosh a auf die Funktionswerte 
sin h ~ und cosh ~ zurückgeführt, die auch aus einer Tafel gerin-
geren Umfanges bei r elativ großen Wer ten des Argumentes a 
n och (genau) abgelesen werden können. 
12. Zur Frage der Abschätzung der zusätz lichen dynamischen Wi r -
kung e n 
Es darf nicht unerwähnt bleiben, daß die nach Verfahren 
erster bis dritter Ordnung berechneten maximalen Sohlenmomente 
kreiszylindrischer Pfähle sogenann te "statische Wellenmomente" 
sind . Zu ihrer Ermittlung sind die Wel lenkräfte statisch auf 
den zylindrischen Pfahl aufg ebracht worden. 
Bei Wellenangriffen, die sich periodisch wiederholen , 
u nd beim Angriff spektralen Seegangs führt der eingespannte 
Rohr pfa hl angefa chte Biegeschwingungen aus. Die maximale Ampli-
t u d e de r Bi ege sc hwingung ist u.U. wesentlich größer als das 
b e rechnet e maximale "statische Hel lenmoment". 
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Das 11 Ansprechen 11 des elastischen Rohrpfahls auf die 
periodisch wirkenden Kräfte kann durch Multiplikation des 
berechneten maximalen statischen Wellenmoments mit einem 
dynamischen Faktor GM berücksichtigt werden. Dieser Faktor 
ist also definiert durch die Gleichung: 
maximale Amplitude des dynami-
(41) = schen Biegemomentes 
maximales statisches Wel lenmoment 
~ur Berechnung von G 1 wird hier der in Gleichung (42) darge-
stellte Näherungswer~ für GM mitgeteilt: 
(42) [ 
d w 2 2 d w 2 )] - 1 
= ~w 2 • sinh + g 4 ( 1 - cosh g w g 
1T 
+TI 
2 
. hdw s~n - g 
sin nd TI cosh 
2 d~ )] • GM e (>.w 2 g) K + + 
2 2 
d 2 J w [ ~ sinh dw 2, ) I + + L (1 - cosh T) •cos arctg g 4 
w w 1--
2 j sinh d~ ] • ~ • 2 r,; ·Fe · I. w + 
[ d dw
2 2 d 2 ] + ~ • sinh + L (1 - cosh ___ gw ) 
w g w4 
• sin arctg 
2 1/2 
2
1
_1; ww~ ~ I ] 
w 
0 
2 
w 
0 
2 
+ 
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Da die Ermittlung der Eigenfrequenz eines gerammten 
Rohrpfahls ziemlich umständlich ist, sind hier die auf Ab-
bildung 16 dargestellten Nomogrammkurven berechnet worden, 
denen die w0 -Werte mit hinreichender Genauigkeit durch In-
terpolation rasch entnommen werden können, Ferner liefert 
dieses Nomogramm ein übersichtliches Hilfsmittel, etwaige 
Resonanzerscheinungen durch Variation von D und A zu besei-
tigen. 
Auf der rechten Seite von Gleichung (42) ist der 
Faktor G zu bestimmen durch: 
(43) G 
Abb,16 
= 
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Die"Ersatzmas s e " Me i st durch die Gleichung: 
3 E J 
= 
A 3. • [ wo 2 
bestimmbar. 
Falls der Rohrpfahl eine Plattf-orm von der t1asse 
M ~pm- 1 s 2 ] trägt, tr i tt in Gleichung (42) an die Stelle 
von Me die Summe MJ = (Me+M). Durch die Ersatzmasse Me, die 
Elastizitätskonstante K des Rohrpfahls und w0 wi rd ein einfa-
cher linearer Schwingun g svorgan g definiert . Für diesen g ilt: 
(45) K = N e • w 0 
2 
Nach Destinmun g von w und Me kann d ie Elastizitätskonstante 
K d es gerammten Pfa h l~ vermittels Gleichun g (45) berechnet 
u erden. 
Durch die Masse M einer am oberen Ende des Pfahls 
an gebrachten Plattform uird die Eigenfrequenz w0 beträchtlich 
verringert. Da die Elastizitätskonstante K des gerammten 
Pfahls dadurc~nicht verändert wird, kann der neue Wert~ 
0 
vernittels der Beziehung (45) bestimmt werd e n z u: 
(46) w 
0 = 
w 
0 
1/2 
Zur Berücksichtigun g der am oberen Pfahlende an gebrach-
ten Massen M (Plattform u.a.m.) muß also auf der rechten Seite 
von Gleichung (42) an die Stelle von M der Wert M' der Summe 
( He + M) treten und an die St.el l e von 7u der Wert ~ nach Glei-
chung (46). 0 0 
Während die Elastizitätskonstante K nach Gleichun g 
(45) berechnet werden kann, müssen die dimensionslosen Dämp-
fungsbeiwerte ~ gerammter Rohrpfähle durch Feldversuche mit 
eingespannten Rohren bestimmt werden. Anscheinend sind diese 
wichtigen Feldmessungen bisher nicht durchgeführt worden. 
Nach Gleichun g (42) durchgeführte Proberechnun g en ha-
ben ergeben, daß für A<20 m der Einfluß des ein gesetzten 
~-Wertes auf das Rechener gebnis relativ gering ist. NATH und 
HARLEMAN haben Laborversuche durchgeführt, deren Ergebnisse 
darauf hindeuten, daß~= 0,1 einen gut brauchbaren Näherungs-
wert von ~ zur Abschätzung von GM vermittels Gleichung (42) 
darstellt. 
Zur Abschätzung der dynamischen Wirkungen spektralen See-
gangs benötigt man neben den Gleichungen (42) bis (46) und 
dem Nomogramm in Abbildun g 16 noch ein Seegan g sspektrum aus 
dem betreffenden Seegebiet. 
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